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Um estudo sobre o conceito de limite a luz da Teoria dos Trés Mundos da

Matematica

Gabriel de Oliveira Soares®

GD4 — Educacéo Matematica no Ensino Superior

O objetivo da pesquisa aqui resumida € analisar os conceitos de limite de uma funcéo, bem como os métodos
de resolucdo de questdes apresentados por estudantes de cursos de graduacdo, a luz da Teoria dos Trés
Mundos da Matematica. Busca-se compreender quais caracteristicas dos Trés Mundos da Matematica —
corporificado, simbélico e formal — propostos por Tall (2004; 2013) estdo mais presentes na visdo de alunos
de dois cursos de Licenciatura em Matematica acerca do conceito de limite, fundamental para o trabalho das
disciplinas de Calculo Diferencial e Integral no ensino superior. Para tal, inicialmente serdo analisados livros
didaticos de Calculo presentes na bibliografia da disciplina de Calculo | dos cursos, com o intuito de
compreender a abordagem deste material, tendo em vista o quadro teérico. Apos esta etapa, sera aplicado um
teste composto por questdes dissertativas com os alunos destes dois cursos de licenciatura, em que, por meio
da anélise da producdo dos académicos, pretende-se verificar o a influéncia destas bibliografias na formagéo
dos estudantes e ainda, se as imagens conceituais dos alunos acerca do conceito de limite sdo ricas em
aprendizagens ou apenas pautadas na reproducéo de técnicas de resolucéo, gerando assim, discussdes sobre
0s objetivos das disciplinas de Célculo nos cursos de formacao de professores.

Palavras-chave: limites; Trés Mundos da Matematica; Calculo Diferencial e Integral; formagdo de

professores.

Introducéo

A problematica do ensino do Caélculo Diferencial e Integral nas instituicGes de
ensino superior € um tema bastante presente em estudos da area de Educacdo Matematica.
Deve-se a este fato a alta complexidade dos topicos matematicos abordados ao trabalhar
com este conteudo, levando em consideracdo que o Céalculo é um dos primeiros conteidos

de nivel superior abordados nos cursos de licenciatura e engenharias, por exemplo.

Artigue (1995, p. 107), destaca que esta complexidade se origina de diversos

fatores, mas que ela divide em trés grandes grupos,
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» Aquelas associadas com a complexidade dos objetos bésicos do célculo
(nGmeros reais, sucessdes, funcOes e ao fato de que esses objetos se
conceitualizam plenamente quando se inicia um ensino do célculo que vai
contribuir de forma forte com tal conceitualizag&o).

 Aquelas associadas a conceptualizagdo e a formalizacdo da nocdo de limite,
centro do campo do calculo.

* Aquelas vinculadas as rupturas necessarias com relagdo aos modos de
pensamento puramente algébricos, muito familiares, e as especificidades do
trabalho técnico no célculo. (Tradugéo nossa).

De mesma forma, a busca pela compreensdo de como se da a aprendizagem em
Matematica sempre foi um objeto de estudo bastante presente nas pesquisas em Educacdo,
nas mais diferentes épocas da historia. Tall (2013, p. 8-10) cita trabalhos como os de
Piaget, Bruner, Fischbein e Van Hiele, que contribuiram para entender todos 0s processos

cognitivos dos quais se tem conhecimento hoje em dia.

Entretanto, todas estas teorias do desenvolvimento do pensamento passam por
releituras, aperfeicoamentos, apropriacdes e discussdes no decorrer do tempo, sempre
buscando melhor compreender a aprendizagem. E, nesta perspectiva, surge a Teoria dos
Trés Mundos da Matematica, proposta por David Tall (2004; 2013) com o intuito de
classificar a aprendizagem em trés linhas de pensamento, chamadas por ele de “mundos”: o
mundo conceitual corporificado, o0 mundo operacional simbdlico e 0 mundo axiomatico

formal.

Desta forma, a compreensao da aprendizagem matematica deixa de ser pautada por
uma Unica perspectiva e passa a ser compreendida de maneira mais ampla. Tall (2013, p.
17) remete a este fato ao afirmar que cada um dos mundos tem seu proprio modo de
operacdo, suas qualidades especificas, mas que eles agem de maneira integrada e que a
abstracdo das defini¢bes e deducdes dos dois primeiros mundos pode levar a compreensao
dos conceitos no desenvolver do mundo axiomatico formal. Assim, a aprendizagem em
matematica atinge seu ponto alto quando um sujeito for capaz de deduzir e realizar provas
formais, sobre cada um dos conceitos.

Assim, levando em consideracdo este quadro tedrico, a preocupacdo com O
processo de entendimento e apropriagcdo dos conceitos do Calculo no nivel superior e
ainda, os grandes indices de reprovacdo nessas disciplinas, evidenciados em trabalhos
como os de Rezende (2003) e Molon (2013), surge o projeto de pesquisa intitulado “Um
estudo sobre o conceito de limite a luz da Teoria dos Trés Mundos da Matematica” que

visa compreender quais caracteristicas desses trés mundos propostos por Tall (2004; 2013)
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estdo mais presentes na visdo de alunos de dois cursos de Licenciatura em Matematica no

que tange a construcdo do conceito de limite.

Nesse sentido, 0 objetivo deste trabalho é apresentar e refletir sobre a proposta do
projeto de pesquisa, pelo qual se pretende verificar as imagens conceituais dos alunos
sobre o tépico de limite de uma funcdo, a partir da andlise resolucdo de questdes

dissertativas envolvendo o tema.

A Teoria dos Trés Mundos da Matematica de David Tall

Tall (2008) propde a Teoria dos Trés Mundos da Matemética baseada em uma
fundacdo sensorio-motor-linguistica, em que o reconhecimento de padr@es, semelhancas e
diferencas, a repeticdo sequéncias de acOes até que se tornem automaticas e a linguagem
para descrever e aperfeicoar a maneira como pensamos sobre as coisas, aliados ao conceito
de met-before, que seriam as aprendizagens prévias sobre o conteldo, sdo essenciais na

compreensdo de novas problematicas. Sobre isto, o autor afirma que,

O pensamento matematico envolve a compreensdo das estruturas matematicas
em conceitos pensaveis conectados em estruturas do conhecimento que sdo
misturados juntos, levando aos sofisticados conceitos cristalinos que possuem
uma inevitavel estrutura matematica (TALL; 2013, p. 133, grifo do autor,
traduzido).

Nesse sentido, a proposta dos Trés Mundos da Matematica possibilita a analise do
desenvolvimento do pensamento matematico desde a sua forma mais basica, no mundo
corporificado, até o pensamento matematico mais completo, no mundo formal, analisando

também os processos de transi¢do para cada um destes mundos.

Em uma breve descricdo do que seriam os Mundos da Matematica, estes serdo
definidos de acordo com Tall (2008):

e O Mundo Conceitual Corporificado é baseado na percepcao e reflexdo sobre as
propriedades dos objetos, inicialmente vistos no mundo real mas, em seguida,
abstraidos para o pensamento humano;

e O Mundo Proceitual Simbolico cresce fora do mundo corporificado, incorporado
por meio de acdo (como contagem) e é simbolizado atraves de conceitos pensaveis
(tais como numero) que funcionam tanto como processos para fazer e como

conceitos para pensar (proceitos);
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e O Mundo Axiomatico-Formal se baseia nas definicdes e provas matematicas, em
que se inverte a sequéncia da construcdo do conhecimento, partindo-se de
definicbes com base em objetos conhecidos para chegar em conceitos formais

baseados em definigdes.

Com objetivo de compreender um pouco sobre cada um dos Trés Mundos da
Matemética, Tall (2008) propde um quadro, visto na Figura 1, que explica como ocorre o

desenvolvimento do pensamento matematico.

Figura 1: Quadro Teérico “Os Trés Mundos da Matematica”
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Fonte — Disponivel em: http://math4teaching.com/2013/01/22/the-three-worlds-of-mathematicscs/.
Acesso em 10 out 2016.

Desta forma, os estudos nos Mundos Corporificado e Simbolico levam o sujeito ao
desenvolvimento do pensamento formal. Entretanto, isto ndo quer dizer que o
desenvolvimento é linear, passando de um mundo para outro. Para Tall (2004), cada sujeito
estabelece uma jornada durante o seu desenvolvimento matematico, tracando seu proprio
caminho pelos Mundos da Matematica.

Outros conceitos essenciais na teoria proposta por Tall sdo os “met-before” e os
“met-after”, traduzidos por Lima (2007) como ja-encontrados e a-encontrar. Os Jé&-
encontrados séo definidos como toda e qualquer experiéncia anterior a certo aprendizado,
0s pré-requisitos, considerados como uma construcdo mental, presentes na imagem de
conceito do aluno, que possam interferir no aprendizado. J& os a-encontrar devem ser

entendidos como as experiéncias atuais de aprendizagem que interfiram em aprendizado
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anterior, que podem ndo ser ainda parte da imagem de conceito do aluno, mas podem tanto

modifica-la quanto vir fazer parte dela, tornando-se assim, ja-encontrados (LIMA, 2007).

Logo, ao pautar-se no quadro teérico proposto por Tall (2004; 2013), que oferece
uma visdo do desenvolvimento do pensamento matematico levando em consideracao
diversos fatores, entre eles a influéncia dos conhecimentos prévios dos alunos, esse autor
afirma que “os professores estardo buscando necessarias alternativas de formas de ensino e
aprendizagem que permitem a diferentes alunos, desenvolver sua propria visdo sobre a
matematica, conduzindo-o a um sentido pessoal da matematica de formas coerentes”
(TALL, 2013, p. 416).

Metodologia

Levando em consideracdo o objetivo geral do projeto e, em consondncia com
estudos ja realizados envolvendo este quadro teorico, cré-se que uma abordagem
qualitativa possibilitara que a pesquisa tenha maior relevancia para o pesquisador. Minayo
(2001) destaca que, na pesquisa qualitativa, se trabalha com o universo de significados,
motivos, aspiragdes, crengas, valores e atitudes, o que equivale a uma gama maior de
relagdes entre processos e fendmenos, e nesse sentido, uma simples operacionalizacdo de

variaveis nao seria a melhor abordagem a se realizar.

Desta forma, ao buscar compreender quais caracteristicas dos Trés Mundos da
Matematica estdo mais presentes na visdo de alunos de dois cursos de Licenciatura em
Matematica acerca do conceito de limite, se aplicard um teste com questfes dissertativas
que abordardo a definicdo, desenvolvimento do conceito, visualizacdo gréfica, tabular e
ainda, aplicacdes de limite de funcdes a situacdes diversas. Acredita-se que, ao observar as
estratégias de resolucdo de questdes apresentadas por eles, sera possivel compreender quais

caracteristicas destes mundos estdo mais presentes nas imagens conceituais dos alunos.

E vélido destacar que estardo aptos ao estudo alunos que ja tenham cursado a
disciplina de Calculo I, apresentada no segundo e terceiro semestre dos cursos de
Licenciatura em Matematica das instituicfes participantes. Também, ndo serdo realizadas
distingdes entre os participantes das duas instituicdes, com intuito de garantir a

confidencialidade e transparéncia do trabalho proposto.
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Entretanto, previamente a aplicacdo dos testes, serdo analisados livros didaticos de
Caélculo presentes na bibliografia da disciplina de Calculo | dos dois cursos de graduacao,
com o intuito de conhecer a abordagem trabalhada nestes livros ao desenvolverem o
conceito de limite e ainda, compreender 0s proceitos necessarios para a aprendizagem dos
conceitos. De mesma forma, serdo analisados alguns exercicios propostos nestas
bibliografias a fim de perceber quais caracteristicas dos Trés Mundos os alunos poderao
desenvolver ao trabalharem com determinados exercicios, pois compreende-se gque estes se

refletem diretamente na aprendizagem dos topicos do Célculo no contexto universitario.

Portanto, apds a andlise dos livros, partir-se-a para o estudo de campo em que, com
a analise dos dados, podera ser possivel perceber como se desenvolveu a compreensao do
conceito de limite pelos alunos e se estes alunos possuem boas imagens conceituais deste

conceito.

Resultados Iniciais
A analise do desenvolvimento do conceito de limite nos livros de calculo

Como citado anteriormente, foram analisados os Projetos Pedagdgicos de Curso
(PPC’s) das duas instituicdes de ensino participantes para verificar que livros estavam
presentes na bibliografia da disciplina de Calculo | nos cursos de Licenciatura em
Matematica, sendo que a obra “Um curso de Calculo”, de Hamilton Guidorizzi é
coincidente nas duas bibliografias.

No trabalho com os livros didaticos, sera analisado o capitulo dedicado a
introducdo e desenvolvimento do conceito de limite, em busca de compreender como se da
esta abordagem; quais "ja-encontrados™ fazem parte e sdo necessarios para a compreensao
destes conceitos; e quais caracteristicas dos Trés Mundos da Matematica sdo evidenciadas
a um aluno que estuda por este capitulo. Também serdo analisados 0s exercicios propostos
nos livros, a fim de perceber que estratégias o aluno precisa desenvolver ao resolver as
questdes e como estas estdo relacionadas aos Trés Mundos da Matematica. Assim, a
analise sera feita em duas etapas: a etapa de analise do conceito e a etapa de analise dos

exercicios.



‘%(X EBRAPEM

Encontro Brasileiro de Estudantes de Pos-Graduacio em

Educacio Matematica
Curitiba — PR, 12 a 14 de novembro de 2016.

O Quadro 1 apresenta as questdes propostas ao analisar o capitulo do

desenvolvimento do conceito de limite, baseadas em Macédo (2014), tanto para o trabalho

com o conceito, quanto para a anélise dos exercicios.

Quadro 1: Questbes propostas para a analise dos livros didaticos.

Questdes propostas para a analise do

Questdes propostas para a analise dos

conceito exercicios
. Como é feita a introducdo do conceito de | « Qual é o objetivo do exercicio?
limite? . Quais “ja-encontrados” sdo necessarios e
. Como é desenvolvido o conceito de limite | utilizados para a resolucéo deste exercicio?

através dos exemplos apresentados?
. Quais “ja-encontrados” sdo necessarios e

utilizados para a compreensdo do conceito de limite?

. As estratégias de resolugdo do exercicio
possibilitam o desenvolvimento das caracteristicas

de quais mundos da Teoria dos Trés Mundos da

. Quais caracteristicas da Teoria dos Trés | Matematica?
Mundos da Matematica estdo evidenciadas na

abordagem do livro e que o aluno poderd

desenvolver ao estudar por ele?

Fonte — Adaptacdo de Macéo (2014, p 53-54)

Assim, cré-se que este apanhado conseguira dar uma noc¢do geral de como se

desenvolve a aprendizagem do conceito de limite atraves do livro estudado.

O desenvolvimento do conceito de calculo no livro didatico “Um curso de Calculo”, de

Hamilton Guidorizzi.

Para exemplificar o trabalho de analise de livros, trazemos consideracdes sobre o
livro que é comum nas bibliografias dos cursos citados. Ao analisar a introducdo do
conceito de limite, é possivel verificar que este esté intrinsicamente ligado ao conceito de
continuidade, que é desenvolvido no desenrolar do capitulo. Vejamos na Figura 2, a

abordagem inicial do livro.
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Figura 2: A abordagem do conceito de limite no livro “Um curso de Célculo”, de Hamilton Guidorizzi.
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Neste capitulo, vamos introduzir dois dos conceitos delicados do cileulo: os conceitos ) ) . )
de continuidade e de limite. Vemos, intuitivamente, que ¢ continua em todo p de seu dominio. Por sua vez, g nio é
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lim fix)=1L
oap

significa que quando x tende 2 p, f (x) tende a L.

O grifico de f nio apresenta “salto” em p: f € continiua em p. Observe que & m_cdlda
que x se aproxima de p, quer pela direita ou pela esquerda, os valores f (x) se aproximam
de f(p); e quanto mais praximo x estiver de p, mais proximo estﬂnif(x)“de ﬂg), O mesmo
niio acontece com a fungéio g em p: em p o grifico de g apresenta “salto™, g ndo € contitua

Quando x tende ap, f(x) Quando x tende a p, f (x) tende
emp. o - . '
Na proxima segio, tornaremnos tigoroso o conceito de continuidade aqui introduzido de tendeaf(pl lim f(x)= f(p) al: hm fl=L
forma intuitiva. xap K—p

EXEMPLO 1. Consideremos as fungoes f e g dadas por

1 =1
flxy=xe K(X)={2::,)|

Fonte — GUIDORIZZI, 2010, p. 54-55.

O desenvolver do capitulo € pautado na resolucdo de exemplos para introduzir os
conceitos. Nesse sentido, leva-se este fato em consideracdo para analisar as questdes.

Vejamos:

e Como é feita a introducdo do conceito de limite?

A introducdo do conceito de limite é feita de maneira intuitiva, relacionando a

visualizagdo grafica através da aproximacdo em torno do limite da funcéo.

e Quais “ja-encontrados” sdo necessarios e utilizados para a compreensdo do
conceito de limite?

Inicialmente, é necessaria a compreensdo do conceito de fungdo, especialmente da

sua notacdo. Ainda, o livro apresenta na Figura 2, a noc¢ao de continuidade da funcéo, que

€, nesse processo, um “ja-encontrado” necessario para compreender o conceito de limite.

Entretanto, o livro aborda a continuidade da funcdo de maneira mais clara apos o trabalho



Encontro Brasileiro de Estudantes de Pos-Graduacio em

I‘ F“
Educacio Matematica
Curitiba — PR, 12 a 14 de novembro de 2016.

com as nogoes intuitivas de limite, caracterizando este conceito como um “a-encontrar” em

um momento a posteriori.

o Quais caracteristicas da Teoria dos Trés Mundos da Matematica estdo
evidenciadas na abordagem do livro e que o aluno podera desenvolver ao

estudar por ele?

O aluno podera desenvolver caracteristicas dos mundos conceitual corporificado e

operacional simbolico.

Mundo conceitual corporificado — ao apresentar a construcdo grafica das funcdes e

especialmente, da nocéo do limite para os dois casos, conforme visto na Figura 3.

Figura 3: Construcéo grafica do conceito de limite.

¥ ¥

fix) .
@ '
rapt A .
/r x Pl x ; x
Quando x tende a p, f(x) Quando x tende ap, f(x) tende
tende a fip): lim flx)= f(p) al: lim f(x)=1L
x> p = p

Fonte - GUIDORIZZI, 2010, p. 55

E também ao trabalhar a ideia da continuidade da funcdo como salto, como visto na

Figura 4.
Figura 4: Construcéo gréafica do conceito de continuidade da fungéo.

¥ ’ by}
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Fonte: GUIDORIZZI, 2010, p. 54
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Mundo operacional simboélico — ao apresentar a notacdo do limite da funcdo f(x)

como sendo lim,_,, f(x) = L.

Sendo assim, a abordagem inicial do livro de Guidorizzi apresenta caracteristicas
dos mundos conceitual corporificado e operacional simbdlico. Alias, esta concepcao
perpassa grande parte do desenvolvimento do capitulo, sendo que o autor apresenta o
conceito de derivada (sem chama-lo de derivada) como limite antes mesmo de defini-lo

formalmente.

Nesse sentido, um aluno que aprenda por este livro trabalhara com a definicdo
formal de limite na péagina 70, sendo que neste intervalo de paginas sao trabalhados tdpicos
como a funcdo continua, a qual apresenta caracteristicas dos Trés Mundos da Matematica

no desenvolver do conceito e ainda, a derivada como sendo um limite.

Algumas Consideragdes

Como o trabalho encontra-se em fase de implantacéo, ainda nédo é possivel perceber
quais caracteristicas dos Trés Mundos da Matematica propostos por Tall (2004; 2013)

estdo mais presentes na visao dos alunos.

Entretanto, a andlise inicial dos livros didaticos traz resultados interessantes a
discussdo do tema: os livros analisados, em sua maioria, priorizam o trabalho com o
mundo operacional simbdlico, especialmente no desenvolver dos exercicios, percebendo-se
numa grande maioria a intencéo de reproduzir mecanicamente o algoritmo de resolugéo de

determinado limite.

Neste sentido, pergunta-se: qual sera a influéncia desta abordagem na compreenséo
dos conceitos pelos alunos? Serd que os alunos trazem caracteristicas dos Mundos
Conceitual Corporificado e Axioméatico Formal em sua apropriacdo do conceito ou apenas
trabalham com o mundo operacional simbdlico, desenvolvendo a resolucédo de exercicios

simples, pautados na mera reproducdo do modelo de resolugéo?

Questdes como estas sdo pertinentes neste estudo, levando em consideragdo que
pretende-se compreender como se da a aprendizagem dos conceitos do Calculo Diferencial

e Integral. Neste sentido, um aprofundamento nestas discussdes pode contribuir para que a
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disciplina de Calculo seja mais eficaz nos cursos superiores, com melhores

aproveitamentos e principalmente, com melhores aprendizagens.
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